Hauptstudium BETRIEBSWIRTSCHAFTSLEHRE

Stille Reserven
und UberschuBbeteiligung

Dariber hinaus ist abzusehen, daB Rating-Agenturen und die Wirtschaftspresse Infor-
mationen Uber die stillen Reserven in die Beurteilung der Leistungen der Versiche-
rungsunternehmen, insbesondere der Kapitallebensversicherungen, einflieBen lassen.
Aus Verbrauchersicht muB3 vor einer pauschalierenden Beurteilung des Einflusses der
stillen Reserven auf die Produktqualitét gewarnt werden. Einerseits vermitteln hohe stille
Reserven dem potentiellen Versicherungsnehmer zwar ein Geflihl von Sicherheit, weil er
erwarten kann, daB die stillen Reserven bei einem Riickgang des Kapitalanlageerfolgs
aufgeltdst werden. Andererseits kdnnen hohe stille Reserven gerade das Ergebnis eines
Verzichts auf die Auflésung stiller Reserven sein. Es wiére daher falsch, hohe stille Reser-
ven in der Gegenwart als Garantie firr eine hohe UberschuBbeteiligung der Versicherten
in der Zukunft zu sehen. Ein Blick in die Vergangenheit beweist, daf einige Lebensversi-
cherungsunternehmen mit gegenwartig Uberdurchschnittlich hohen stillen Reserven bei
ihren Lebensversicherungsvertragen unterdurchschnittliche Renditen aufweisen und
umgekehrt (vgl. Surminski 1998, S. 186).
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Bestellmengenpolitiken bei
stochastischer, stationdarer Nachfrage (l)

Dr. Waldemar Toporowski, K&In

Die meisten Bestellmengenmodelle bilden die Bestellpolitik mit Hilfe weniger Para-
meter ab. Diese legen den Zeitpunkt einer Bestellung und die Bestellmenge fest.
Hierzu zahlen die Bestellpunkt- und Bestellzyklusverfahren, die als einstufige Ein-
Produkt-Modelle mit stochastischer, stationdrer Nachfrage charakterisiert werden
kénnen. In Abhéngigkeit von der Wahl der Zielfunktion, der Definition von Fehimen-
genkosten und Lieferservicegraden sowie dem eingeschlagenen Lésungsweg er-
hélt man unterschiedliche Varianten dieser Modelle. In kompakter Form werden
die haufig verbal diskutierten Gemeinsamkeiten und Unterschiede dieser Modelle
formal dargestelit.

WISU  2/99
197



BETRIEBSWIRTSCHAFTSLEHRE Hauptstudium

Modellparameter

Klassische

Bestellmengenformel

Vorteil der (s, Q)-Politik

WISU

198

2/99

I. Einfiihrung

Die stochastischen Bestellmengenmodelle werden Ublicherweise mit Hilfe der folgenden
vier Entscheidungsvariablen charakterisiert:

s = Bestellpunkt = Bestand, bei dem eine Bestellung ausgel6st wird
r = Bestellzyklus = Zeitraum zwischen zwei Bestellungen

Q= Bestellmenge

S = Bestellniveau = Niveau bis zu dem der Bestand aufgeflllt wird

Wahrend s bzw. r den Zeitpunkt der Bestellung steuert, entscheidet Q bzw. S tber die
Bestellmenge. Kombiniert man die beiden Arten von Parametern, so erhdlt man vier ver-
schiedene Bestellmengenmodelle, die (s, Q)-, (r, Q)-, (s, S)- und (r, S)-Politik. Haufig wird
in diesem Zusammenhang ein weiteres Modell genannt, das aus einer Kombination des
(s, S)- und (r, S)-Modells entsteht und als (r, s, S)-Modell bezeichnet wird. In einem fest
vorgegebenen Zeitabstand von r wird Gberpriift, ob der Bestand den Bestellpunkt s er-
reicht oder unterschritten hat. Ist das der Fall, wird der Bestand bis zum Bestellniveau S
aufgestockt. Ansonsten unterbleibt eine Bestellung.

In den folgenden Abschnitten werden die (s, Q)-, die (r, S)- und die {r, s, S)-Politik disku-
tiert. Im Rahmen jeder Politik kdnnen unterschiedliche Annahmen bezlglich der Zielfunk-
tion getroffen werden. Sie kann Fehlmengenkosten enthalten oder aber unter der Ne-
benbedingung optimiert werden, dal3 ein vorgegebener Lieferservice eingehalten wird.
Sowohl fiir die Modellierung der Fehimengenkosten als auch flir die Definition des Lie-
ferservice stehen unterschiedliche Mdglichkeiten zur Verfligung. Die in einem friherer
Beitrag (vgl. Toporowski 1998) allgemein dargestellten Optionen bei der Formulierung
von Bestellmengenmodellen werden im folgenden konkretisiert. Die dabei entstehender
Modellvarianten werden formal dargestellt, der Lésungsweg zur Bestimmung der opti-
malen Parameter abgeleitet und anhand von Beispielen verdeutlicht. Die Modellvarian-
ten lassen sich haufig nur mit Hilfe numerischer Verfahren exakt |6sen. Neben einer ex-
akten Losung wird deshalb eine Naherungslésung vorgestellt, bei der die Modellparame-
ter nicht simultan, sondern sukzessive bestimmt werden. Bei allen Modellvarianten wer-
den der Back Ordering Fall und eine normalverteilte Nachfrage unterstelit. Zudem wirc
angenommen, daB die Lagerkosten proportional zum gebundenen Kapital und die Be-
stellkosten fix pro Bestellvorgang anfallen. Das entspricht der Grundstruktur des klas-
sischen Bestellmengenmodells mit der Gesamtkostenfunktion:

Qp-L B
Q

A

(1) Kg = K +Kg =

mit K = Lagerkosten
Kg = Bestellkosten
p = Stickpreis [Geldeinheit (GE)/Mengeneinheit (ME)]
Lagerkostensatz in % des gebundenen Kapitais je Zeiteinheit (ZE) [%/ZE]
Kosten pro Bestellvorgang [GE]
Gesamtnachfrage im Planungszeitraum [ME/ZE]
Bestellmenge [ME]

Sie nimmt ihr Minimum fr

I

an.

Qw>rrr
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I1. (s, Q)-Politik

1. Bestandsverlauf

Die (s, Q)-Politik unterstellt eine kontinuierliche Bestandsiiberwachung. Zudem wi-:
angenommen, daB eine einzelne Nachfragemenge genau eine Einheit betragt. Nur s:
kann garantiert werden, daB bei einer kontinuierlichen Bestandsiiberwachung zum Ze -
punkt der Bestellung der Bestand genau gleich dem Bestellpunkt s ist (vgl. Tempe -
meier 1983, S. 160). Die bestellte Menge Q trifft am Ende der Wiederbeschaffungsze-
ein. Die Lange der Wiederbeschaffungszeit kann als Zufallsvariable definiert werden {v¢
Silver/Peterson/Pyke 1998, S. 280 - 284). Im folgenden soll jedoch von einer determi- -
stischen und bekannten Wiederbeschaffungszeit ausgegangen werden.

Ein Vorteil der (s, Q)-Politik ist darin zu sehen, daB die Bestellmenge im Zeitablauf kc--
stant bleibt, so daB3 Restriktionen bezliglich der Bestellmenge, die aus LieferbedingL--
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gen oder aus logistischen Uberlegungen resultieren (z.B. Transport- und Verpackungs-
einheiten), leicht berilicksichtigt werden kénnen. Die Abb. 1 verdeutlicht die Bestands-
entwicklung bei Anwendung der (s, Q)-Politik.
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Abb. 1: Bestandsentwicklung bei Anwendung der (s, Q)-Politik

Zwischen dem Bestellzeitpunkt und dem Eintreffen der Ware reduziert sich der Bestand
um die mittlere Nachfrage in der Wiederbeschaffungszeit. Unmittelbar vor dem Eintref-
fen einer Lieferung betragt der Bestand folglich:

E(Bestand vor der Lieferung) = s—E(Y) =s-pny
mit Y = Nachfrage in der Wiederbeschaffungszeit, Y ~ N(uy, 6y)

Die Lieferung erhéht den Bestand um Q. Unmittelbar nach dem Eintreffen der Lieferung
betragt der Bestand somit:

E(Bestand nach der Lieferung) =s—E(Y)+Q=s-u,+Q

Bei einem kontinuierlichen Warenabgang bedeutet das, daB der durchschnittliche Be-
stand die folgende Hohe aufweist:

E(Bestand) = s—uY+%-[s—uY+Q—(s—uY)] = s—uy+;~0

Dabei wird unterstellt, daB der Erwartungswert des Bestandes vor und nach der Lie-
ferung nicht negativ ist. Das bedeutet beispielsweise, daB der Bestellpunkt s die erwar-
tete Nachfrage in der Wiederbeschaffungszeit decken soll. Die Annahme der Nichtnega-
tivitat, die inhaltlich naheliegend erscheint, die jedoch unter bestimmten Restriktionen
nicht unbedingt kostenoptimal sein muB, soll auch fur alle folgenden Modelle gelten. Sie
vereinfacht die Analyse der Lagerkosten.

Gegentiber der Kostenfunktion (1), die der klassischen Bestellmengenformel zugrunde
liegt, &ndern sich die Lagerkosten wie folgt:

@3) KL=(§+s—uY)~p-L

Die Bestellkosten bleiben unverandert. Die Form der Gesamtkostenfunktion hdngt davon
ab, ob und wie Fehlmengenkosten bzw. ein Servicegrad definiert werden. Im folgenden
werden vier Varianten des (s, Q)-Modells vorgestellt.

2. (s, Q)-Modell mit Fehimengenkosten pro Fehimengenereignis
Unterstellt man, daB pro Fehlmengenereignis fixe Kosten entstehen, so gilt fur die
Fehimengenkosten im Planungszeitraum:

B
4 KF=EJ-P(Y>S)~F1

mit P(Y>s) = Wahrscheinlichkeit, daB die Nachfrage in der Wiederbeschaffungszeit
den Bestellpunkt s Uberschreitet
Fq = fixe Kosten pro Fehimengenereignis [GE]
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Aus der Annahme, daB Y normalverteilt ist, d.h. Y ~ N(uy, 6y), folgt:

Sy
Y s 7 s
®  PY>s) = P[> oo [ fau= R ()
Oy Oy o Oy
mit f, = Wahrscheinlichkeitsdichte der N(0, 1)-Verteilung
F, = Verteilungsfunktion der N(0, 1)-Verteilung

Fur die Gesamtkosten gilt dann:
S _—

6) Kg = KL+KB+KF=(9+S—HY)- b L+E.A+§-[1 —Fu( “Y)]ﬂ

2 Q Q Oy

Die Gesamtkostenfunktion hingt von der Bestelimenge Q und dem Bestellpunkt s ab.
Sie sind folglich so zu bestimmen, daB die Funktion (6) ihr Minimum annimmt. Man dif-
ferenziert die Gesamtkostenfunktion nach Q und s. Fur die partielle Ableitung nach Q gilt:

oK .L B-A B-F s—u
@) _§=B_-________1[1_|:u( Y)}
0Q 2 Q> Q2 Oy

Nullsetzen der Ableitung und Aufldsen nach Q ergibt die optimale Bestellmenge:

2. B-{A+ F, - [1 —FU(S;:LYH}

p-L

(8) Q=

Umgeformt erhélt man:

R

mit Q* = optimale Bestellmenge nach der klassischen Bestelimengenformel

Differenziert man die Kostenfunktion (6) nach s, so erhélt man:

oK B-F s-
(10) —C-p-L- 1.fu( “Y).l
ds Q oy / Oy

Dabei macht man sich die folgende Beziehung zunutze:

dz
Setzt man die Ableitung (10) gleich Null, so folgt:

B-Fy 1 1(S—uY2
el )
Q'GY 2.1'5 2 GY
1 /S—Uy\2 p-L-Q-oy-42-1
on] (2] - g
2 B-F,

S — Uy\2 B-F
o (322) :2..,{ 1 ]
Gy p-L-QoyJ2'n

B-F
Far ! > 1 14Bt sich die Gleichung weiter auflésen, und man erhélt de-
p-L-Q-oy-42 7

optimalen Bestellpunkt:

Y Y- .
p-L~Q-6Y~A/2'1t

Ist B-Fs <1, so nimmt die Gesamtkostenfunktion (6) fiir den kleinsten z. -
p-L-Q-oy 27

lassigen Bestellpunkt s ihr Minimum an. Unter der getroffenen Annahme, daf der Erwa'-

tungswert des Bestandes vor der Lieferung nicht negativ sein darf, minimiert s = py d:<

Gesamtkosten. Dieser Fall soll hier nicht weiter betrachtet werden (vgl. Silver/Petersor

Pyke 1998, S. 295 - 298).

Ov
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L&st man die Gleichungen (9) und (11) simultan auf, so erhalt man die kostenminimalen
Parameter Q und s. Hierzu benétigt man ein numerisches Verfahren.

Alternativ dazu kann eine Naherungslésung ermittelt werden, indem man Q und s suk-
zessive bestimmt. Hierbei wird zuerst die Bestellmenge Q nach der klassischen Bestell-
mengenformel (2) ermittelt und anschlieBend der optimale Bestellpunkt s aus Gleichung
(11) errechnet. Diese Vorgehensweise filhrt zu einer Erhéhung der Gesamtkosten gegen-
Uber einer simultanen Lbsuhg.

3. (s, Q)-Modell mit vorgegebenem «-Lieferservice

ErfaBt man keine Fehlmengenkosten, sondern fordert statt dessen das Einhalten eines
vorgegebenen Lieferservicegrades, so ist die Kostenfunktion

(12) KG=KL+KB=(§+3_HY).p.L+g.A’

in der gegentiber der Formel (6) keine Fehimengenkosten vorkommen, unter einer Neben-
bedingung zu minimieren. Wird ein a-Servicegrad vorgegeben und beschreibt P(Y > s)
die Wahrscheinlichkeit, daB die Nachfrage in der Wiederbeschaffungszeit gréBer als der
Bestellpunkt s ausféllt, so lautet die Nebenbedingung:

P(Y>s) =1-«a

Die Wahrscheinlichkeit dafur, daB in einem Bestellzyklus eine Fehlmenge vorkommt, soll
auf 1 - a beschrankt werden. Umgeformt erhalt man

S—ly
Y ¥
P(Y>s) = P[> = 1o [ fyau = 1-F(Z)=1-a,
Oy Oy RO Oy
woraus
S—Uy

mit uy = o-Quantil der N(0, 1)-Verteilung
folgt. Damit ergibt sich:

(13) S = Hy+U, - Oy

Der Bestellpunkt s ist gleich der mittleren Nachfrage in der Wiederbeschaffungszeit und
einem Sicherheitsbestand, der von dem geforderten Servicegrad o und der Schwankung
der Nachfrage in der Wiederbeschaffungszeit abhangt. s ist unabhzngig von der Bestell-
menge Q, d.h., s wird allein aus der Gleichung (13) bestimmt. Das Minimum der Gesamt-
kostenfunktion (12) hangt dann nur noch von dem Parameter Q ab. Differenziert man die
Kostenfunktion (12) nach Q, so erhalt man die klassische Bestellmengenformel (2) als
Lésung des Minimierungsproblems. Die Bestellmenge und der Bestellpunkt kénnen folg-
lich sukzessive bestimmt werden.

4. (s, @-Modell mit Fehimengenkosten, die proportional zum Wert der Fehimenge sind

Nimmt man an, daB die Fehimengenkosten proportional zum Wert der Fehlmenge sind,
so muB zuerst die Hohe der Fehimenge ermittelt werden, um die Gesamtkostenfunktion
zu definieren. Fur den Erwartungswert der Fehimenge pro Bestellzyklus gilt:

oo

(14)  E(Fehimenge) = }(y—s)-fydy - o, j (u_s_“Y).fudu

c
S-Uy v
Oy
mit fy = Wahrscheinlichkeitsdichte der Ny, oy)-Verteilung
f, = Wahrscheinlichkeitsdichte der N(0, 1)-Verteilung

Definiert man die Funktion (vgl. Silver/Peterson/Pyke 1998, S. 225)

(15)  Gy(k):= J‘(u—k)-fudu,»
k
von der man zeigen kann, daf sie die Eigenschaft
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(16) Gy(k) = fy(k) -k [1-F,(K)]

besitzt, so folgt daraus fur die Fehlmenge (14):

o0

S - S -
(17)  E(Fehimenge) = oy _[ (u— “Y).fudu - GY.GU(_“Y)
GY (SY
S—Hy
Oy

Da die Fehlmengenkosten proportional zum Wert der Fehimenge sind, nehmen sie
im Planungszeitraum die folgende Hohe an:

B s—p
(18) KF=—-0Y-GU( Y)~p~F2
Q Oy

mit F, = Fehlmengenkosten pro Werteinheit der Fehimenge

Dabei beschreibt der Ausdruck g die Anzahl der Bestellzyklen im Planungszeitraum und

S—Uy

Oy

Oy - Gu( ) - p die wertmaBige Hohe der Fehimenge pro Bestellzyklus.

FUr die Gesamtkosten erhilt man:

S—Uy
Oy

(19) KG=K,_+KB+KF=(g+s—uY)-p-L+§-A+%~0Y-Gu( )-p~F2

Von der Kostenfunktion (6) unterscheidet sich die Kostenfunktion (19) nur im letzten
Summanden. Differenziert man sie nach Q und setzt die Ableitung gleich Null, so folgt:

S- HY)
Oy

F2
200 Q= Q*- 1+X-0Y~Gu(

Aus der Darstellung (16) folgt fir die Ableitung der Funktion Gy;:
dG (k) df,(k) dFU(k)J

21 = “[1=F,(K)]-k- |-
1) i S [1=Fuol [dk

-k-f (K -[1-F (K] +k-f, (k)= -[1-F (k)]

Differenziert man die Kostenfunktion (19) nach s und benutzt die Formel (21), so gilt:

oK B-p-F s -
22) —G=p~L——£—-—2-cY[1—FU( ”Yn.l
as Q Oy Gy

Daraus folgt:

(23) FU(S_HY)=1—Q'L
Oy -Fp

Diese Gleichung ist fiir Q-

<1 lésbar. Ist die Bedingung verletzt, minimiert der kleinste

Jir m

2

zuléssige Bestellpunkt s die Gesamtkosten. Ein simultanes Losen der Gleichungen (20
und (23) mit Hilfe eines numerischen Verfahrens liefert die optimale Bestellmenge Q unc
den optimalen Bestellpunkt s.

Das Minimierungsproblem wird wiederum vereinfacht, wenn die Parameter ndherungs-
weise sukzessive bestimmt werden. In diesem Fall wird ebenfalls die klassische Bestell-
mengenformel (2) herangezogen, um Q zu berechnen. Der Bestellpunkt kann dann aus
Gieichung (23) ermittelt werden.

5. (s, Q)-Modell mit vorgegebenem B-Lieferservice

Wird kein a-, sondern ein B-Servicegrad vorgegeben, so lautet die Nebenbedingung
unter der die Gesamtkostenfunktion

(24) KG:KL+KB=(9+3_HY).p.L+E.A
2 Q
minimiert werden muB:

(25) E(Fehlmenge) 1B

E(Bedarf)
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Das bedeutet, daB der erwartete Anteil der Fehimenge an der Nachfrage in einem Bestell-
zyklus 1 — 3 betragen soll. Im Back Ordering Fall wird in einem Bestellzyklus im Durch-
schnitt die Menge Q nachgefragt. Die Nebenbedingung erhalt somit die folgende Form:
S —_
Oy - Gu( GMY)
(26) - YT =1-pB
Q

Die Minimierungsaufgabe kann mit dem Lagrange-Ansatz gelost werden. Er liefert das fol-
gende Gleichungssystem, aus dem die Parameter Q, s und A bestimmt werden kénnen:

— O*. Oy
@)  Q=Q* 1+ =z

8 )= 1-208
Oy A

(29) M:1_B

mit Q* = optimale Bestellmenge nach der klassischen Bestellmengenformel

Zur Lésung kann man sich wiederum eines numerischen Verfahrens bedienen. Mit Q = Q*
als Startwert kénnen s aus Gleichung (29), A aus Gleichung (28) und Q aus Gleichung (27)
iterativ berechnet werden.

Eine Naherungsldsung erhalt man, wenn zuerst Q nach der klassischen Bestellmengen-
formel (2) und dann s aus Gieichung (29) bestimmt werden.

Frage 1: Welche Unterschiede bestehen zwischen den Anséatzen zur Losung der Mo-
delle mit Fehimengenkosten einerseits und mit einem vorgegebenen Service-
grad andererseits?

Frage 2: Auf welchem Prinzip beruhen die N&herungsldsungen der (s, Q)-Modellvarian-
ten?

6. Beispiel

Welche Ergebnisse die vier Varianten der (s, Q)-Politik liefern, sol! ein Beispiel verdeutli-
chen. Fir die folgenden Zahlen:

B = 2.500 ME/Jahr
A =5GE

p = 40 GE/ME

L = 25%/Jahr

wy = 50 ME

oy = 30 ME

o = 95%

B =95%

Fi = 60GE

F, = 0,04

erhdlt man die in Tab. 1 abgebildeten Lésungen. Es werden sowohi die exakte Lésung,
die aus einer simultanen Bestimmung der Bestelimenge und des Bestellpunktes resul-
tiert, als auch die leichter zu ermitteinde sukzessive Losung angegeben. Die Zahlen in
Klammern entsprechen den Nummern der jeweils verwendeten Formeln.

Modell simultane Losung sukzessive Ldsung

Q s Ko a B Q s K o B
A IO I Kol P I I L O R P
a-Serv. 5(()530 9(2:?)5 gs(aiaé‘;e 95.0% | 98.7% sc(>é()>o 983)5 9?356 95.0% | 98,7%
Kosten 6(%05)9 7(82:‘;)5 9{? 5?7 82.9% | 96,0% 5(();))0 8(%:?)1 9?: é?s 87,5% | 96,3%
Eoéirv (263)'(%) 7(‘;'3;; 7{2331?4 794% | 95,0% 5‘(2?0 8(3'8)" 7?34?7 84,1% | 95,0%

Tab. 1: Simultane und sukzessive Losung im (s, Q)-Modell
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Die Tab. 1 zeigt, daB die beiden gesuchten Optimierungsparameter Bestellmenge Q unc
Bestellpunkt s in den verschiedenen Varianten der (s, Q)-Politik unterschiedliche Werte
aufweisen. Diese Tatsache verdeutlicht, daB es wichtig ist, die Zielsetzung innerhalb der
(s, Q)-Politik klar zu definieren. Abhéngig davon, ob Fehimengenkosten erfalst werder
oder statt dessen ein Servicegrad vorgegeben wird, unterscheiden sich die optimaler
Werte von Q und s. Sie differieren auBerdem in Abhangigkeit von der Art der Fehlmen-
genkosten bzw. von der Art des Lieferservice. Ein Vergleich zwischen den simultan unc
sukzessive bestimmten Werten zeigt, da3 sich die Kosten um ca. 2 - 3,5% erhdhen.
wenn die klassische Bestellmengenformel zur Losung herangezogen wird. Lediglich be:
einem vorgegebenem o-Servicegrad unterscheidet sich die sukzessive bestimmte L6-
sung nicht von der simultanen.

Frage 3: Wie ist eine sukzessive Bestimmung der optimalen Parameter der Bestellpo-
litik zu beurteilen?
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Fortsetzung im néachsten Heft.

Die Beantwortung der Fragen erfolgt im WISU-Repetitorium.
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